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ｘ ｙ グループ

A 5 9 P
B 3 4 P
C 4 5 P
D 7 3 Q
E 8 4 Q
F 9 5 Q
合計 36 30

平均 6 5

𝑆!

̅𝑧" ̅𝑧#̅𝑧
Pグループ Qグループ

𝑧$ = 𝑎 𝑥$ − �̅� + 𝑏 𝑦$ − +𝑦

𝑥! , 𝑦! から垂線を下ろした直線𝑙の目盛を以下の式で表す
�̅�, *𝑦 を通る直線のため、 �̅�, *𝑦 の目盛り𝑧!＝0

Pグループの直線𝑙上の目盛の平均値 ̅𝑧"とQグループの目盛の平均値 ̅𝑧#
間の距離𝑆$が最大になる条件を算出して直線判別関数𝑧!とします

直線判別式ｘｙ平面上でグループを判別する

Pグループ

Qグループ

𝑥! , 𝑦!

𝑧!

�̅�, *𝑦 =(6 , 5)
𝑧! = 0

直線𝑙

̅𝑧

直線𝑙



xの偏差 ｙの偏差

ｘ ｙ グループ

A 5 9 P -1 4 1 16 -4

B 3 4 P -3 -1 9 1 3

C 4 5 P -2 0 4 0 0

D 7 3 Q 1 -2 1 4 -2

E 8 4 Q 2 -1 4 1 -2

F 9 5 Q 3 0 9 0 0

合計 36 30 28 22 -5

平均 6 5

! − !̅ y−$% ! −!̅  ! $ −$% ! ! −!̅  y−$% 

&"" &## &"#

平均値

共分散✕6



𝑆$!! = 𝑛" �̅�" − �̅� % + 𝑛# �̅�# − �̅� 
%

= 3 4 − 6 % + 3 8 − 6 %

=24

𝑆$"" = 𝑛" *𝑦" − *𝑦 % + 𝑛# *𝑦# − *𝑦 
%

= 3 6 − 5 % + 3 4 − 5 %

=6
𝑆$!" = 𝑛" �̅�" − �̅� *𝑦" − *𝑦 +𝑛# �̅�# − �̅� *𝑦# − *𝑦 

= 3 4 − 6 6 − 5 +3 8 − 6 4 − 5
= −12

𝑆$ =
𝑆$!! 𝑆$!"
𝑆$!" 𝑆$""

S =
𝑆&& 𝑆&'
𝑆&' 𝑆''

= 24 −12
−12 6 = 28 −5

−5 22
𝑆() 𝑆$ =

28 −5
−5 22

() 24 −12
−12 6

= )
%%×%+(,×,

22 5
5 28 ×6 4 −2

−2 1
= -

,.)
22 5
5 28

4 −2
−2 1

= %
)./

78 −39
−36 18 = -

)./
26 −13
−12 6

𝑈 = 26 −13
−12 6 とおく

𝑓 𝑡 = 𝑈 − 𝑡𝐸 = 26 − 𝑡 −13
−12 6 − 𝑡 とする

= 26 − 𝑡 6 − 𝑡 − −13 −12
= 𝑡 𝑡 − 32

𝑓 𝑡 =0より、 𝑈の固有値は、32と0
32に属する固有ベクトル𝑥は、
𝑈 − 32𝐸 𝑥 = 0
26 − 32 −13
−12 6 − 32

𝑎
𝑏 = 0

0
−6 −13
−12 −26

𝑎
𝑏 = 0

0
𝑎
𝑏 = 𝑘 13

−6
𝑆() 𝑆$ =

-
)./

𝑈の固有値は、

6×32
197 =

192
197と

6×0
197 = 0

).%
)./

の固有値ベクトル𝑥は、
13
−6

直線𝑙が 13
−6 と平行になるとき、相関比𝜂%は最大値

).%
)./

直線𝑙の方向を単位ベクトルで表すと
𝑎
𝑏 = )

)0#1-#
13
−6 = )

%2,
13
−6

𝑧! = 𝑎 𝑥! − �̅� + 𝑏 𝑦! − *𝑦 = )0
%2,

𝑥! − 6 − -
%2,

𝑦! − 5

逆行列

𝐸は単位行列

−6𝑎 − 13𝑏 = 0
−12𝑎 − 26𝑏 = 0より
𝑎 = 13 𝑏 = −6



直線𝑙は、

𝑧𝑖 = 𝑎 𝑥𝑖 − �̅� + 𝑏 𝑦𝑖 − *𝑦 = 13
205

𝑥𝑖 − 6 − 6
205

𝑦𝑖 − 5

［判定基準］ 𝑧( < 0のときPグループ 𝑧( > 0のときQグループ

𝑥! , 𝑦! = 9 , 8 の点は、どちらのグループか？

𝑧! =
)0
%2,

𝑥! − 6 − -
%2,

𝑦! − 5

= )0
%2,

9 − 6 − -
%2,

8 − 5 = )0×0
%2,

− -×0
%2,

= %)
%2,

> 0
→Qグループに属する

𝑥! , 𝑦! = 5 , 4 の点は、どちらのグループか？

𝑧! =
)0
%2,

𝑥! − 6 − -
%2,

𝑦! − 5

= )0
%2,

5 − 6 − -
%2,

4 − 5 = ()0
%2,

− (-
%2,

= (/
%2,

< 0
→Pグループに属する

9 , 8

5 , 4

判別してみる



直線𝑙は、 �̅� , *𝑦 を通り、この直線に垂線を下ろして直線𝑙との交点の目盛を読みます。 �̅� , *𝑦 が目盛0です。
𝑥! , 𝑦! から直線𝑙に下ろした垂線の目盛を𝑧!として、線形判別関数と呼びます。
𝑧! = 𝑎 𝑥! − �̅� + 𝑏 𝑦! − *𝑦

直線𝑙の方向を
𝑎
𝑏 として、

𝑎
𝑏 が単位ベクトルとすると、𝑎% + 𝑏% = 1

̅𝑧 = 3$13#1⋯13%
5

= ∑&'$
% 7 &&(&̅ 1 9 '&(:'

5
= 𝑎 ∑&'$

% &&(&̅
5

+ 𝑏 ∑&'$
% '&(:'

5
= 𝑎 ∑&'$

% &&
5

− 5&̅
5

+ 𝑏 ∑&'$
% '&
5

− 5 :'
5

= 𝑎 �̅� − �̅� + 𝑏 *𝑦 − *𝑦 =0

𝑧の全変動𝑆;

𝑆; =H
!<)

5

𝑧! − ̅𝑧 % =H
!<)

5

𝑧! − 0 % =H
!<)

5

𝑧!% =H
!<)

5

𝑎 𝑥! − �̅� + 𝑏 𝑦! − *𝑦 %

= ∑!<)5 𝑎% 𝑥! − �̅� % + 2a𝑏 𝑥! − �̅� 𝑦! − *𝑦 + 𝑏% 𝑦! − 𝑦 %

= 𝑎%∑!<)5 𝑥! − �̅� % +2a𝑏 ∑!<)5 �̅� − �̅� *𝑦 − *𝑦 +𝑏% ∑!<)5 𝑦! − *𝑦 % = 𝑎%𝑆&& + 2a𝑏𝑆&' + 𝑏%𝑆''

̅𝑧" =
∑&'$
%( 3&
5(

=
∑&'$
%( 7 &&(&̅ 1 9 '&(:'

5(
= 𝑎

∑&'$
%( &&
5(

− 5(&̅
5(

+ 𝑏
∑&'$
%( '&
5(

− 5( :'
5(

= 𝑎 �̅�" − �̅� + 𝑏 *𝑦" − *𝑦 =0

数学的な理屈



群間変動𝑆$
𝑆$ = 𝑛" ̅𝑧= − ̅𝑧 % + 𝑛# ̅𝑧# − ̅𝑧 %

= 𝑛! 𝑎 �̅�! − �̅� + 𝑏 )𝑦! − )𝑦 " + 𝑛# 𝑎 �̅�# − �̅� + 𝑏 )𝑦# − )𝑦 "

= 𝑎" 𝑛! �̅�! − �̅� " + 𝑛# �̅�# − �̅�
"
+ 2𝑎𝑏 𝑛! �̅�! − �̅� )𝑦! − )𝑦 + 𝑛# �̅�# − �̅� )𝑦# − )𝑦 + 𝑏" 𝑛! )𝑦! − )𝑦 " + 𝑛# )𝑦# − )𝑦

"

𝑆$の𝑥の偏差平方和： 𝑆$!! = 𝑛" �̅�" − �̅� % + 𝑛# �̅�# − �̅�
%

𝑆$の𝑦の偏差平方和： 𝑆$"" = 𝑛" *𝑦" − *𝑦 % + 𝑛# *𝑦# − *𝑦 %

𝑆$の𝑥𝑦の偏差積和： 𝑆$!" = 𝑛" �̅�" − �̅� *𝑦" − *𝑦 + 𝑛# �̅�# − �̅� *𝑦# − *𝑦

𝑆$ = 𝑎% 𝑆$!! + 2𝑎𝑏 𝑆$!" + 𝑏
% 𝑆$""

𝑆!

̅𝑧" ̅𝑧#̅𝑧
Pグループ Qグループ

𝑆$が離れていれば、PとQグループは離れている



相関比𝜂% = 群間変動
全変動

= >)
>*

全変動＝群間変動＋郡内変動

0 ≤ 𝜂% ≤1

𝜂% =
𝑆$
𝑆;
=
𝑎% 𝑆$!! + 2𝑎𝑏 𝑆$!" + 𝑏% 𝑆$""
𝑎% 𝑆&& + 2𝑎𝑏 𝑆&' + 𝑏% 𝑆''

𝑆; = 𝑎% 𝑆&& + 2𝑎𝑏 𝑆&' + 𝑏% 𝑆'' =1のとき

𝑆$ = 𝑎% 𝑆$!! + 2𝑎𝑏 𝑆$!" + 𝑏% 𝑆$""が最大になる問題を解く

ラグランジュの未定係数法より
𝐹 𝑎 , 𝑏 = 𝑎% 𝑆$!! + 2𝑎𝑏 𝑆$!" + 𝑏% 𝑆$"" − 𝜆 𝑎

% 𝑆&& + 2𝑎𝑏 𝑆&' + 𝑏% 𝑆'' − 1

𝐹 𝑎 , 𝑏 が最大値をとる条件は、
?@ 7 ,9
?9

= 2𝑎𝑆$!! + 2𝑏𝑆$!" − 𝜆 2𝑎𝑆&& + 2𝑏 𝑆&' = 0
?@ 7 ,9
?9

= 2𝑎𝑆$!" + 2𝑏𝑆$"" − 𝜆 2𝑎𝑆&' + 2𝑏 𝑆'' = 0
𝑎% 𝑆&& + 2𝑎𝑏 𝑆&' + 𝑏% 𝑆'' =1

𝑆$!! 𝑆$!"
𝑆$!" 𝑆$""

𝑎
𝑏 − 𝜆

𝑆&& 𝑆&'
𝑆&' 𝑆''

𝑎
𝑏 =0

𝑆$𝑥 −𝜆𝑆𝑥 = 0 → 𝑆$ − 𝜆𝑆 𝑥 = 0
左から𝑆()をかけて
𝑆() 𝑆$ − 𝜆𝑆 𝑥 = 𝑆() N0       𝑆()𝑆$ − 𝜆𝑆()𝑆 𝑥 = 0
𝑆()𝑆$ − 𝜆𝐸 𝑥 = 0
𝜆は、 𝑆()𝑆$の固有値、 𝑥は固有ベクトル

𝑆$ =
𝑆$!! 𝑆$!"
𝑆$!" 𝑆$""

𝑆 =
𝑆&& 𝑆&'
𝑆&' 𝑆''

𝑥 = 𝑎
𝑏



𝑆$𝑥 − 𝜆𝑆𝑥 = 0
𝑆$𝑥 = 𝜆𝑆𝑥
B𝑥 𝑆$𝑥 = 𝜆B𝑥𝑆𝑥

B𝑥 𝑆$𝑥 = 𝑎 𝑏
𝑆$!! 𝑆$!"
𝑆$!" 𝑆$""

𝑎
𝑏 = 𝑎% 𝑆$!! + 2𝑎𝑏 𝑆$!" + 𝑏% 𝑆$""

𝜆B𝑥𝑆𝑥 = 𝜆 𝑎 𝑏
𝑆&& 𝑆&'
𝑆&' 𝑆''

𝑎
𝑏 = 𝜆 𝑎% 𝑆&& + 2𝑎𝑏 𝑆&' + 𝑏% 𝑆''

𝑥は固有ベクトルなので自由な値をとることができる
𝑎% 𝑆&& + 2𝑎𝑏 𝑆&' + 𝑏% 𝑆'' = 1 を満たすことが可能

𝑎% 𝑆$!! + 2𝑎𝑏 𝑆$!" + 𝑏% 𝑆$"" = 𝜆
𝑎% 𝑆$!! + 2𝑎𝑏 𝑆$!" + 𝑏% 𝑆$""の最大値は固有値𝜆


