
𝒙 = 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛           𝒚 = 𝑏1𝑥1 +  𝑏2𝑥2 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑥𝑛 

𝑥′ =

𝑎1

𝑎2

⋮
𝑎𝑛

   𝑦′ =

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑛

 =

𝜆1 0
0 𝜆2

0 0
0 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
0 𝜆𝑛

 

𝑎1

𝑎2

⋮
𝑎𝑛

 =

𝜆1𝑎1

𝜆2𝑎2

⋮
𝜆𝑛𝑎𝑛

 

𝑃 = 𝑒1𝑒2 ⋯ 𝑒𝑛
−1 𝑥1𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛 = 𝑥1𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛  

𝑥 = 𝑃 𝑥′          𝑦 = 𝑃 𝑦′ 

𝑦 = 𝐴𝑥      →  𝑃 𝑦′ = 𝐴 𝑃 𝑥′  →   𝑃−1 𝑃 𝑦′ = 𝑃−1𝐴 𝑃 𝑥′  →  𝑦′ =  𝑃−1𝐴 𝑃 𝑥′ 
 
𝑃−1𝐴 𝑃 = 𝑃−1𝐴 𝑥1𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛  = 𝑃−1 𝐴𝑥1𝐴𝑥2 ⋯ 𝐴𝑥𝑛  
                   ここで、 𝐴𝑥1 = 𝜆1 𝑥1   𝐴𝑥2 = 𝜆2 𝑥2  ⋯ ⋯   𝐴𝑥𝑛 = 𝜆𝑛 𝑥𝑛 
               = 𝑃−1 𝜆1 𝑥1𝜆2 𝑥2 ⋯ 𝜆𝑛 𝑥𝑛  

     = 𝑃−1 𝑥1𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛

𝜆1 0
0 𝜆2

0 0
0 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
0 𝜆𝑛

 = 𝑃−1 𝑃

𝜆1 0
0 𝜆2

0 0
0 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
0 𝜆𝑛

 = 

𝜆1 0
0 𝜆2

0 0
0 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
0 𝜆𝑛

 

𝑥 𝑦 

𝑥′ 𝑦′ 
𝑃−1𝐴 𝑃 

𝐴  

𝑃 𝑃 𝑃−1 𝑃−1 

ベクトル 

固有ベクトル 

𝑃は基底𝑒1𝑒2 ⋯ 𝑒𝑛を基底𝑥1𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛に取り換えする行列 

𝜆：固有値 



𝑃−1𝐴 𝑃 𝑘 = 𝑃−1𝐴 𝑃  𝑃−1𝐴 𝑃 ⋯ 𝑃−1𝐴 𝑃  𝑃−1𝐴 𝑃  
                      = 𝑃−1𝐴 𝑃𝑃−1  𝐴 𝑃𝑃−1  𝐴 ⋯ 𝑃𝑃−1  𝐴 𝑃 
                      = 𝑃−1𝐴𝑘  𝑃 
 

𝜆1 0
0 𝜆2

0 0
0 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
0 𝜆𝑛

𝑘

=

𝜆1
𝑘 0

0 𝜆2
𝑘

0 0
0 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮

0 𝜆𝑛
𝑘

 

𝑃𝑃−1𝐴𝑘 𝑃𝑃−1 = 𝑃

𝜆1
𝑘 0

0 𝜆2
𝑘

0 0
0 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮

0 𝜆𝑛
𝑘

 𝑃−1 𝐴𝑘 =

𝜆1
𝑘 0

0 𝜆2
𝑘

0 0
0 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮

0 𝜆𝑛
𝑘

 

正方行列の累乗 



𝐴 =
1 −4 0
0 −1 0
1 2 2

を対角化する行列𝑃を求め。行列𝐴を対角化する 

𝐴 − 𝜆𝐸 =
1 − 𝜆 −4 0

0 −1 − 𝜆 0
1 2 2 − 𝜆

= 1 − 𝜆 −1 − 𝜆 2 − 𝜆  = − 𝜆 − 1 𝜆 + 2 𝜆 − 2  =0 

固有値𝜆1＝１、 𝜆2＝−１、 𝜆3＝ ２ 

𝜆1＝１ 
1 − 1 −4 0

0 −1 − 1 0
1 2 2 − 1

𝑥
𝑦
𝑧

=
0
0
0

       

           

−4𝑦 = 0
−2𝑦 = 0

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
            

𝑦 = 0
𝑥 + 𝑧 = 0

 

 
𝑥 = 𝑠1とおくと、 𝑦 = 0、 𝑧 = − 𝑥 = −𝑠1 
 

𝑥1 = 

𝑠1

0
−𝑠1

 = 𝑠1 
1
0

−1
 

𝜆2＝ − １ 
1 + 1 −4 0

0 −1 + 1 0
1 2 2 + 1

𝑥
𝑦
𝑧

=
0
0
0

       

2𝑥 − 4𝑦 = 0
𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0

    
𝑥 − 2𝑦 = 0

𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0
     

𝑥 − 2𝑦 = 0
2𝑥 + 3𝑧 = 0

 

 
𝑥 = 6𝑠2とおくと、 𝑦 = 3𝑠2、 𝑧 = −4𝑠2 
 

𝑥2 = 
6𝑠2

3𝑠2

−4𝑠2

 = 𝑠2

6
3

−4
 

𝜆3＝2 
1 − 2 −4 0

0 −1 − 2 0
1 2 2 − 2

𝑥
𝑦
𝑧

=
0
0
0

     

−𝑥 − 4𝑦 = 0
−3𝑦 = 0

𝑥 + 2𝑦 = 0
            

𝑥 + 4𝑦 = 0
𝑦 = 0

𝑥 + 2𝑦 = 0
 

 
𝑥 = 0、、 𝑦 = 0、 𝑧 = 𝑠3 
 

𝑥1 = 
0
0
𝑠3

 = 𝑠3 
0
0
1

 

𝑃 = 𝑥1𝑥2𝑥3 =
1 6 0
0 3 0

−1 4 1
                 𝑃−1𝐴 𝑃 =

𝜆1 0 0
0 𝜆2 0
0 0 𝜆3

=
1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 



𝑨 =
𝟓 −𝟐
𝟐 𝟏

の対角化は？ 

𝑨 − 𝝀𝑬 =
𝟓 − 𝝀 −𝟐

𝟐 𝟏 − 𝝀
= 𝟓 − 𝝀 𝟏 − 𝝀 + 𝟒 = 𝝀𝟐 − 𝟔𝝀 +9= 𝝀 − 𝟑 𝟐 =0 

固有値𝝀 = 𝟑（重解） 固有ベクトルは、
𝟓 − 𝟑 −𝟐

𝟐 𝟏 − 𝟑

𝒙
𝒚 =

𝟎
𝟎

          
𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 = 𝟎
𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 = 𝟎

         𝒙 −y = 𝟎 

𝒙 = 𝐬             𝒙 = 𝐬 
𝟏
𝟏

   ←固有ベクトルが１つ（重解）しかないので、対角化はできない 

𝜆 1 0
0 𝜆 1
0 0 𝜆

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝜆 1 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

 

ジョルダン標準形 固有値𝜆が対角に並び上の成分に１がある 
正方行列が繋がっている 

𝐴 − 𝜆𝐸 𝒚 = 𝒙  　 → 　𝐴𝒚 − 𝜆𝒚 = 𝒙 　 →    𝐴𝒚 = 𝒙 + 𝜆𝒚 
𝑷 = 𝒙 𝒚 とする 
𝐴 𝑷 = 𝐴 𝒙 𝒚  = 𝐴𝒙 𝐴𝒚  = 𝜆𝒙  𝒙 + 𝜆𝒚  

𝒙 =
𝑥
𝑦 ,  𝒚 =

𝑢
𝑣
とおく 

𝐴 𝑷 =
𝜆𝑥 𝑥 + 𝜆𝑢
𝜆𝑦 𝑦 + 𝜆𝑣

=
𝑥 𝑢
𝑦 𝑣

𝜆 1
0 𝜆

= 𝑷
𝜆 1
0 𝜆

 

𝑷−𝟏 𝐴 𝑷 = 𝑷−𝟏 𝑷 
𝜆 1
0 𝜆

= 
𝜆 1
0 𝜆

 

を用いて、対角化する 

行列𝐴が固有値𝜆（重解）を持ち 
固有ベクトルを𝑥とする 

←ジョルダン標準型 



𝑦 =
𝑢
𝑣

,   𝑥 =
2
2
とおく   ← 𝑥 =

1
1
でも良いが計算を容易にするため𝑥 =

2
2
とする 

 
𝐴 − 𝜆𝐸 𝑦 = 𝑥は、 
5 − 3 −2

2 1 − 3

𝑢
𝑣

=
2
2

 

  これより 2𝑢 − 2𝑣 = 2      2𝑢 − 2𝑣 = 2 ←同じ式が２つ 
 
𝑢 = 𝑠2  とおけば、   𝑣 = 𝑠2 −1 

　　𝑦 =
𝑠2

𝑠2 − 1 = 𝑠2
1
1

+
0

−1
 

𝑠2 =0とすれば、 

　　𝑦 =
0

−1
 

　　𝑃 = 𝑥  𝑦 =
2 0
2 −1

 

　　𝑃−1 =
1

2 ∙ −1 − 0 ∙ 2
−1 0
−2 2

=
1

2
1 0
2 −2

 

  𝑃−1𝐴 𝑃 =
1

2

1 0
2 −2

5 −2
2 1

2 0
2 −1

=
1

2

6 2
0 6

=
3 1
0 3

 

対角化できなかった 𝐴 =
5 −2
2 1

をジョルダン標準形を用いて対角化する 

←ジョルダン標準型 

固有値𝝀 = 𝟑（重解） 


