
𝐹 𝑠 =  𝑓 𝑡 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑑𝑡 ラプラス変換 

𝑓 𝑡 ⊃ 𝐹 𝑠 と簡略に書く 

変数が２つの場合は、𝑓 𝑡, 𝑧 ⊃ 𝑈 𝑠, 𝑧  ⊃ 𝑉 𝑠, 𝜎  

𝑡, 𝑧  

𝑠, 𝑧  

𝑠, 𝜎  

オモテ 

ウラ 

ウラ2 

𝑈 𝑠, 𝑧 =  𝑓 𝑡, 𝑧 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝜕𝑡 

𝑉(s,𝜎)=  𝑈 𝑠, 𝑧 𝑒−𝜎𝑡
∞

0
𝜕𝑧 

𝑉 𝑠, 𝜎 ⊂ 𝑈 𝑠, 𝑧  ⊂ 𝑓 𝑡, 𝑧 をラプラス逆変換という 



オモテ ウラ 

𝑓 𝑡  𝐹 𝑠  

𝛼 
 𝛼 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑑𝑡 =
𝛼 

𝑠
 

cosh𝛼𝑡 
𝑒𝛼𝑡 + 𝑒−𝛼𝑡

2
 

 cosh𝛼𝑡 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑑𝑡 =
𝑠

𝑠2 − 𝛼 2
 

sinh𝛼𝑡 
𝑒𝛼𝑡 − 𝑒−𝛼𝑡

2
 

 sinh𝛼𝑡 𝑒−𝑠𝑡
∞

0
𝑑𝑡 =

𝛼 
𝑠2−𝛼 2 

𝜕𝑓 𝑡

𝜕𝑡
  

𝜕𝑓 𝑡

𝜕𝑡
𝑒−𝑠𝑡

∞

0

𝑑𝑡 = 𝑠𝐹 𝑠 − 𝑓 0  

𝜕2𝑓 𝑡

𝜕𝑡2
  

𝜕2𝑓 𝑡

𝜕𝑡2
𝑒−𝑠𝑡

∞

0

𝑑𝑡 = 𝑠3𝐹 𝑠 − 𝑠2𝑓 0 − 𝑠𝑓′ 0 − 𝑓′′𝑓 0  

1−𝑒𝑟𝑓
𝛼

4𝑡
 1

𝑠
𝑒𝑥𝑝 −𝛼 𝑠  

ラプラス変換→ 

←逆ラプラス変換 



𝜕𝜃 𝜏, 𝜉

𝜕𝜏
=
𝜕2𝜃 𝜏, 𝜉

𝜕𝜉2
 

初期条件 

 𝜏 = 0     𝜃 0, 𝜉 =0 

境界条件その１ 
　𝜉 = 0     𝜃 𝜏, 0 = 1 

境界条件その2  

 𝜉 = 1    
𝜕𝜃

𝜕𝜉
= 0 あるいは 

 𝜉 = ∞     𝜃 𝜏,∞ = 0 ←無限深さ 

𝜃 𝜏, 𝜉 の偏微分方程式 

𝜃 𝜏, 𝜉 ⊃ 𝑈 𝑠, 𝜉 ⊃ 𝑉 𝑠, 𝜎  

𝜃 𝜏, 𝜉  

𝑈 𝑠, 𝜉  

𝑉 𝑠, 𝜎  

オモテ 

ウラ 

ウラ2 

𝑈 𝑠, 𝜉  

𝜃 𝜏, 𝜉  

𝑉 𝑠, 𝜎 ⊂ 𝜃 𝜏, 𝜉 ⊂ 𝑈 𝑠, 𝜉  

ラプラス変換 逆ラプラス変換 



オモテ ウラ ウラ 
2
 

𝜃 𝜏, 𝜉  𝑈 𝑠, 𝜉  𝑉 𝑠, 𝜎  

𝜕𝜃 𝜏, 𝜉  

𝜕𝜏
 

𝑠𝑈 𝑠, 𝜉 − 𝜃 0, 𝜉  
 

𝜕2𝜃 𝜏, 𝜉

𝜕𝜉2
 𝜎2𝑉 𝑠, 𝜎 − 𝜎𝑈 𝑠, 0 −

𝜕𝑈 𝑠, 0

𝜕𝜉
 

左辺 =
𝜕𝜃 𝜏,𝜉

𝜕𝜏
 ⊃ 𝑠𝑈 𝑠, 𝜉 − 𝜃 0, 𝜉   

        = 𝑠𝑈 𝑠, 𝜉 −0 初期条件 
　𝜏 = 0    
  𝜃 0, 𝜉 =0 

右辺 =
𝜕2𝜃 𝜏,𝜉

𝜕𝜉2
 ⊃

𝜕2𝑈 𝑠,𝜉

𝜕𝜉2
 

𝜕𝜃 𝜏, 𝜉

𝜕𝜏
=
𝜕2𝜃 𝜏, 𝜉

𝜕𝜉2
 

𝑠𝑈 𝑠, 𝜉  =
𝜕2𝑈 𝑠,𝜉

𝜕𝜉2
 

左辺 = 𝑠𝑈 𝑠, 𝜉  ⊃ 𝑠𝑉 𝑠, 𝜎  

右辺 =
𝜕2𝑈 𝑠,𝜉

𝜕𝜉2
  

  ⊃ 𝜎2𝑉 𝑠, 𝜎 − 𝜎𝑈 𝑠, 0  −
𝝏𝑼 𝒔,𝟎

𝝏𝝃
 

= 𝜎2𝑉 𝑠, 𝜎 − 𝜎𝑈 𝑠, 0  −𝒈 𝒔  

 

= 𝜎2𝑉 𝑠, 𝜎 −
𝜎

𝑠
 −𝑔 𝑠  

𝑠𝑉 𝑠, 𝜎  = 𝜎2𝑉 𝑠, 𝜎 −
𝜎

𝑠
 − 𝑔 𝑠  

ウラ 

ウラ 
2
 

オモテ 

境界条件その１ 

𝜉 = 0      

𝑈 𝑠, 0 =
1

𝑠
 



初期条件 

 𝜏 = 0     𝜃 0, 𝜉 =0 

境界条件その１ 
　𝜉 = 0     𝜃 𝜏, 0 = 1 

境界条件その2  

 𝜉 = ∞     𝜃 𝜏,∞ = 0  

境界条件その１ 

　𝜉 = 0     𝑈 𝑠, 0 =
1

𝑠
 

境界条件その2  

 𝜉 = ∞     𝑈 𝑠,∞ = 0  

オモテ ウラ 

𝑠𝑉 𝑠, 𝜎  = 𝜎2𝑉 𝑠, 𝜎 −
𝜎

𝑠
 − 𝑔 𝑠  を整理して 

𝜎2 − 𝑠 𝑉 𝑠, 𝜎  =
𝜎

𝑠
 + 𝑔 𝑠  

𝑉 𝑠, 𝜎  =
1

𝑠

𝜎

𝜎2−𝑠
 +

𝑔 𝑠

𝜎2−𝑠
 𝜃 𝜏, 𝜉 ⊃ 𝑈 𝑠, 𝜉 ⊃ 𝑉 𝑠, 𝜎  

𝜃 𝜏, 𝜉  

𝑈 𝑠, 𝜉  

𝑉 𝑠, 𝜎  

オモテ 

ウラ 

ウラ2 
ラプラス変換 



ウラ 
2
 ウラ 

𝑉 𝑠, 𝜎  𝑈 𝑠, 𝜉  
𝜎

𝜎2 − 𝑠 2
 cosh 𝑠 𝜉 

𝑠

𝜎2 − 𝑠 2
 sinh 𝑠 𝜉 

𝑉 𝑠, 𝜎  =
1

𝑠

𝜎

𝜎2−𝑠
 +

𝑔 𝑠

𝜎2−𝑠
 

=
1

𝑠

𝜎

𝜎2− 𝑠
2  +

𝑔 𝑠

𝑠

𝑠

𝜎2− 𝑠
2  

左辺 = 𝑉 𝑠, 𝜎  ⊂ 𝑈 𝑠, 𝜉  

右辺 =
1

𝑠
cosh 𝑠 𝜉 +

𝑔 𝑠

𝑠
sinh 𝑠 𝜉 

𝑈 𝑠, 𝜉  =
1

𝑠
cosh 𝑠 𝜉 +

𝑔 𝑠

𝑠
sinh 𝑠 𝜉 

𝑈 𝑠, 𝜉  =
1

2

1

𝑠
𝑒 𝑠𝜉 + 𝑒− 𝑠𝜉  +

1

2

𝑔 𝑠

𝑠
𝑒 𝑠𝜉 − 𝑒− 𝑠𝜉  

=
1

2

1

𝑠
+
𝑔 𝑠

𝑠
𝑒 𝑠𝜉  +

1

2

1

𝑠
−
𝑔 𝑠

𝑠
𝑒− 𝑠𝜉  

𝑈 𝑠, 𝜉  =
1

2

1

𝑠
−
𝑔 𝑠

𝑠
𝑒− 𝑠𝜉 =

1

2

1

𝑠
−
−
1

𝑠

𝑠
𝑒− 𝑠𝜉  

     =
1

𝑠
𝑒− 𝑠𝜉  

境界条件その2  

　𝜉 = ∞     𝑈 𝑠,∞ = 0を満足するためには、
1

2

1

𝑠
+
𝑔 𝑠

𝑠
 = 0 

 よって𝑔 𝑠  = −
1

𝑠
 



ウラ オモテ 

𝑈 𝑠, 𝜉  𝜃 𝜏, 𝜉  

1

𝑠
𝑒− 𝑠𝜉 1 − 𝑒𝑟𝑓

𝜉

4𝜏
 

𝑈 𝑠, 𝜉 =
1

𝑠
𝑒− 𝑠𝜉  

左辺 = 𝑈 𝑠, 𝜉  ⊂ 𝜃 𝜏, 𝜉  

右辺 =
1

𝑠
𝑒− 𝑠𝜉 ⊂ 1 − 𝑒𝑟𝑓

𝜉

4𝜏
 

𝜃 𝜏, 𝜉 = 1 − 𝑒𝑟𝑓
𝜉

4𝜏
 

𝐶0：表面のカラメル濃度 

𝐶：カラメル濃度 

𝐿 
𝑧 

𝜃 =
𝐶

𝐶0
 

𝜉 =
𝑧

𝐿
 

𝜏 =
𝐷𝑡

𝐿2
 

𝜉

4𝜏
=

𝑧
𝐿

4
𝐷𝑡
𝐿2

=
𝑧

4𝐷𝑡
 

𝜃 =
𝐶

𝐶0
= 1 − 𝑒𝑟𝑓

𝑧

4𝐷𝑡
 

𝑒𝑟𝑓𝑥 =
2

𝜋
 𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡

𝑥

0

 

1 − 𝑒𝑟𝑓𝑥 = erfc 𝑥 ←相補誤差関数 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 1 2 3

f8
x
) 

 

x 

erfc

e-x

𝑒−𝑥 

1 − 𝑒𝑟𝑓𝑥 


